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R E S U M O 
Foram ensaiados vinte dentes em dez vigas de con-
creto leve sendo cinco armadas e cinco protendidas com fios ade-
rentes .. 
Foram usados cinco detalhes diferentes de armadura 
para º. dente. 
Os dentes foram armados de forma a se estudar rup-
turas por escoamento da armadura e rupturas por esmagamento da 
biela de concreto. 
Estudou-se a influência da protensão no comporta-
mento dos dentes e concluiu-se que ela não é importante. 
B apresentada uma comparaçao de rigidez dos dentes 
para os diversos detalhes de armadura. 
São feitas considerações sobre os métodos de cálcu 
lo da reaçao de apoio última. 
Muitos ensaios resultaram em rupturas de ancoragem 
da armadura longitudinal de tração e sao feitas sugestões sobre o 
modo de garantir esta ancoragem. 
lV 
A B S T R A C T 
Tests on twenty half-joints (tooth-shaped end of a 
beam) of ten lightweight concrete beams were carried out. Five 
were reinforced concrete beams and five prestressed concrete 
beams. 
Five different joint reinforcement details were 
tested. 
The joints were reinforced so that reinforcement 
yielding failures and failures by crushing of the concrete strut 
could be studied. 
The prestress influence on the half-joint behavior 
was studied and tests showed that it is not important. 
A comparison of the half-joint stiffness for the 
different reinforcement details is shown. 
Studies on the methods of calculating the ultimate 
bearing reaction are presented. 
Many tests resulted in bond failures of the beam 
tensile reinforcement. Reinforcement procedures are suggested. 
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N O T A Ç Õ E S 
As notações usadas seguem o "Sistema 
de Notações Unificadas para o Concreto". 
CEB-FIP-ACI 
A - área da seçao de concreto. 
c 
A - área efetiva da seção de uma barra ou fio. 
e 
Ah - área.da seçao homogeneizada. 
A - área da seçao da armadura de protensão. 
p 




- área da seçao da armadura frouxa. 
- área da seçao da armadura transversal 
inferior 
(área total da seção transversal de um estribo). 
a - flecha. 
ª2• ª3 - flecha nos pontos 2 e 3. 
b - largura do talão. 
b 
w 
- largura da alma. 
e - força de compressao no concreto. 
D - força na armadura inclinada do dente. 
d - altura útil da viga. 
d den - altura útil do dente. 











- módulo de deformação longitudinal do concreto. 
- módulo de deformação longitudinal dinâmico do concreto. 
- módulo de deformação longitudinal do aço de protensão. 
- resistência à compressao de concreto. 
resistência à compressao do concreto a J dias. 
fcd - resistência à compressao do concreto de cálculo. 
f - valor médio da resistência à compressão do concreto em 
cm 
cada viga. 








- resistência à tração do aço (tensão de ruptura). 
- tensão de escoamento do aço. 
- tensão de escoamento do aço da armadura transversal. 
- tensão de escoamento convencional a 0,2% 
- força na armadura horizontal do dente. 
- altura total da viga. 
- momento de inércia da seçao de concreto. 
- momento de inércia da seçao homogeneizada. 
- distância da reação de apoio à seção onde o concreto 
se esmaga. 
ib - comprimento de ancoragem. 
ibl - comprimento de ancoragem de uma força igual à reaçao 
de apoio na armadura de protensão. 
3 
!l - comprimento de emenda por justaposição necessário para 
b2 
transferir, da armadura de protensão para a armadura 
frouxa, uma força igual à reação de apoio. 
Jlb
3 







posta, entre o aparelho de apoio e o começo da curva 
nesta armadura. 
- distância entre a posiçao extrema da reaçao no apare-
lho de apoio e o centro de gravidade da armadura ver-
tical do dente (comprimento efetivo de um 
curto). 
balanço 
- valor de Jl que corresponde à reaçao de apoio última 
mínima. 
distância da reaçao de apoio à seçao em que a deforma-
ção,na borda comprimida, observada é máxima. 
!l - comprimento de transmissão do esforço de protensão. 
t 
Jl - vão do ensaio. 
o 
M - momento fletor. 
Md - momento fletor de cálculo. 
N - esforço normal. 
P - força com que o fio fica esticado na mesa de protensão. 
P. - força de protensão inicial. 
l 
Q - carga concentrada vertical. 
R - reação de apoio. 
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Rd - reaçao de apoio de cálculo. 
R min · - reaçao de apoio Última mínima. 
R 
obs - reaçao de apoio última observada. 
R r - reaçao de apoio de fissuração ;no dente. 
R 
u 
- reaçao de apoio última. 
R45 - reaçao de apoio última para B = 45° 
r - raio de curvatura interno de uma barra dobrada. 
s - espaçamento de estribos. 
u - força na armadura vertical do dente .• 
V - esforço cortante. 
vd - esforço cortante de cálculo. 
V 
u 
- esforço cortante último observado. 
wl, w2 - módulo de resistência inferior e superior. 
x - distância da linha neutra à fibra mais comprimida. 
Yc - altura do centro de gravidade da seçao de concreto. 
yh altura do centro de gravidade da seçao hG>mógeneizada. 
.y 
p - altura do centro de gravidade da seçao da armadura 
protensão. 
ypl' yp2 - altura do centro de gravidade da seçao da armadura 




- braço de alavanca do momento resistente da viga. 



















ângulo da armadura transversal com o eixo da viga. 
coeficiente de equivalência entre os módulos de defor-
mação longitudinal do aço e do concreto. 
ângulo da fissura principal do dente com o 
viga. 
- peso específico do concreto. 
eixo da 
variação de deformação do fio na ocasião da transmis-
são do esforço de protensão. 
perda de protensão. 
deformação relativa. 
- deformação relativa do concreto. 
deformação relativa do concreto observada. 
- deformação relativa da armadura de protensão 
(deformação prévia). 
deformação relativa da armadura de protensão última 
(deformação total). 
deformação relativa dá armadura frouxa ou armadura de 
protensão funcionando como tal. 
deformação relativa de ruptura do aço em 10 ~ 
coeficiente de redução relativo ao esforço cortante. 
- rotação relativa entre as seções 1 e 2. 






volume relativo da armadura transversal obtido 
treliça de Mõrsch. 
- tensão no concreto. 
cr cr - tensão no concreto na fibra inferior e superior. cl' c2 
(J - tensão no aço de pro tensão última. pu 




tensão tangencial no dente de cálculo. 
T 
den,u tensão 
tangencial no dente última observada. 
T tensão t'angenci al na alma. 
w 
T tensão tangencial na alma última observada. 
wu 
~ diâmetro da seção de uma barra ou fio. 
~nom diâmetro nominal da seção de uma barra ou fio. 
pela 
UNIDADES 
O sistema de medidas usado é o "Sistema Internacio 
nal de Unidades S. I." 
A equivalência entre as unidades do sistema metro/ 
quilograma-força/segundo e as do sistema S.I. é a seguinte: 
1 kgf = 9,8 N ~ 10 N 
1 kgf/cm2 = 0,098 N/mm2 
e vice-versa 
1 N = 0,102 kgf 
1 _N/mm2 = 10, 2 kgf/cm2" -· 10 lcgf/cm2 
Nos desenhos, as dimensões sao dadas em cm. 
C A P 1 T U L O 1 
INTRODUÇÃO 
1 • 1 - OBJETIVOS. 
O objetivo inicial deste trabalho foi o de estudar 
apoios em dente de vigas protendidas com fios aderentes. 
A intenção foi verificar a influência da protensão, 
comparar o comportamento dos dentes para diversos detalhes de ar-
madura, observar rupturas por escoamento da armadura e por esmag~ 
menta da biela de concreto no dente, e testar os métodos de cálcu 
lo da reaçao de apoio Última. 
O concreto usado foi feito com argila expandida 
enquadrando-se este trabalho numa linha de pesquisa sobre concre-
to leve na COPPE - UFRJ. 
A medida que os dentes foram sendo ensaiados, oco~ 
reram muitas rupturas por deficiência de ancoragem da armadura 
longitudinal de tração das vigas. Com isto, alguns dos objeti 
vos iniciais ficaram·prejudicados, mas informações 
foram obtidas destas rupturas imprevistas. 
1.2, - ESTUDOS ANTERIORES 
importantes 
Resumo das conclusões e das sugestões de outros pes 
quisadores sobre apoios em dente: 
Franz e Niedenhoff, baseados em ensaios fotoelás-
ticos, propoem uma forma melhorada para os dentes de viga Gerber, 
eliminando a concentração de tensões de tração e permitindo uma 
9 
ancoragem melhor para as barras inclinadas. 
ra com b!arras inclinadas e horizontais. 





Reynolds ensaiou 24 dentes em vigas de concreto ar 
mado com seç.ao retangular ( 12, 7 x 25, 4 cm), armados com combina-
çoes de estribos verticais, horizontais e inclinados. 
Apresenta o seguinte método para calcular a reaçao 
de apoio última de um dente: 
Admite-se uma configuração de ruptura com S = 45º, 
tensão de escoamento nas barras e estribos atravessados pela fis-
sura e tensão de compressão média no concreto igual a 0,75 fc. 
No corpo livre, o equilíbrio de forças na direção horizontal de-
termina~ e o ponto de aplicação de~-
em relaçfo a este ponto determina R45 . 
(d)I (b) 
O equilíbrio de momentos 
Fig. 2 - (a) Configuração de ruptura;, (b) Forças no dent~. 
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Conclui, sugerindo o uso de estribos inclinados com 
binadas com estribos horizontais. Recomenda que a armadura lon 
gitudinal de tração da viga seja levada reta até a extremidade da 
viga, isto é, não seja dobrada e levantada junto ao dente, 
garantir a ancoragem de estribos verticais e inclinados. 
para 
O Comi tê Holandês para ·fes quis a do Concreto en-
saiou dois dentes de uma viga de concreto protendido, em que dois 
dos quatro cabos de protensão se ancoravam no dente • . 
_,_ 
D 
1' -· 1 ' . 1----- -.... 91 ............. _ ........ 
1- ----.... _ - .. --......, __ 156 ' -L 75 L i 




-4-- 1 100 1 ... . . .. 
Fig. 3 - Dimensões do dente e posição dos cabos. 
Um dos dentes foi armado com estribos verticais , 
barras horizontais e inclinadas. No outro, uma parte dos estri-
bos verticais foi substituída por uma protensão vertical. 
Conclui ser possível determinar a direção da fissu 
raçao e a reação de apoio última de um dente, através de um méto-
do que consiste em admitir várias configurações de ruptura, va-
riando S, e, através de considerações de equilíbrio, como no mé-
todo anterior, calcular para cada valor de Sou dei a reaçao de 
apoio última no dente. A configuração correta é a que corres-
ponde ao valor mínimo da reação de apoio última. 
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• 
· Rmi'_n._ ___ _:,,,,,._J~=- l 
IRU ' 
.... _(ª-)-~--"-'--'--"---'--- ·-------(~b_) _· --~~-,-----J..__j .. Lmin . - . 
Fig. 4 - (a) Configuração de ruptura; (b) Variação de Ru com t 
Nos dois ensaios o valor de R b ficou entre R. os . min 
calculado com tensão de escoamento e R. calculado com tensão de min 
ruptura em todas as barras e cabos. 
Conclui, ainda, que as armaduras podem ser vanta-
josamente concentradas junto_ ao ângulo reentrante do derite. 
Robinson, baseado em ensaios com balanços curtos, 
propoe uma armadura para dentes composta de: estribos verticais 
de suspensão (1), que devem ~s~portar uma força igual a reação de 
apoio; estribos horizontais de costura (3) para garantir a con-
tinuidade entre os estribos verticais e a armadura longitudinal 
de tração da viga (2); armadura horizontal em laço (4), que deve 
ser prolongada, para além do eixo de suspensão, de um comprimento 
bem maior que a distância entre este eixo e a extremidade do den-
te; armadura de costura do dente (5), também em laços 
tais. 
horizon-
Recomenda que seja usado um aparelho de apoio que 
' 
permita rotações e, eventualmente, translações para dilatação e 
que introduza reaçoes horizontais limitadas e bem conhecidas. 
12 
A armadura (4) é dimensionada como num balanço cur 
to, cujo comprimento efetivo-é a distância entre o eixo de sus-
pensao e a posição extrema da reação no aparelho de apoio . 
.. / 
•. ® 
./ .::(D ®-!. @ . ~.! 
/} .. ,. 
--· ' 
;. la-a • ::® ... li - . 
1 
Fig. 5 - Armadura sugerida por Robinson. 
C A P 1 T U L O 2 
PLANO DE PESQUISA E DIMENSIONAMENTO 
2.1 - PLANO DE PESQUISA 
Foram ensaiados 20 dentes de 10 vigas, 5 armadas 
(1,3,5,7 e 9) e 5 protendidas (2,4,6,8 e 10) , respectivamente 
iguais (1=2, 3=4, etc) . A única diferença entre cada viga pro-
. tendida e a viga armada correspondente era que os fios de proten-
são da primeira foram colocados frouxos na segunda. 
QUADRO I DETAlHES DE ARMADURA DOS DENTES 
ESQUEMA VIGAS DETAlHE 
.. 














barra horizontal e 
: 7 e 8 inclinada 
1 
estribos verticais 
~Ili J l barra horizontal com i 9 e 10 chapa soldada t~ \: estribos verticais ' -~ 
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Foram escolhidos 5 detalhes de armadura diferentes 
e os dentes foram armados de modo que em cada viga houvesse um 
dente A e um dente B. O detalhe de cada dente Bera igual ao do 
dente A só que mais forte, esperando-se uma ruptura com escoamen-
to da armadura em A e com o esmagamento da biela em B. 
2.2 - DIMENSIONAMENTO DAS VIGAS 
--------------~ -----

























= 15 cm 
35 cm 
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Valor limite da tensão tangencial, dado nas reco-




T = 0, 20 f 
w. c 
Esforço cortante que corresponde a esta tensão li-
V= 0,20 b d . f 





Os dentes B serao armados de modo que: 
R > 2 V = 60 kN 
u 
Para dimensionar as vigas vamos tomar: 
Vd 100 kN 
Dimensionamento da armadura longitudinal de tração: 
r 
,l. = 120 cm 
. o . 
Fig. 7 - Esquema do .carregamento. 
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Q = 2 V -d - 200 kN 
Q JI, 
M = o B 60 kN m d 4 -
z = 28 cm 
(j Md 
x = ----"---- = 8 cm 
0,68 b z f 
c 
(d - x) 
€ = 3,5 - 10 s X %o 
€ = € + € = 15 %o~ (J pu s 
Md 
A = ~---p z (J 
Pijl· 
p 




8 fios ~ 5 mm CP 125 
Dimensionamento da armadura transversal: 
Esforço cortante: 




0,12% Pwu = pw M = f = b d • w yw 
f 600 N/mm 
2 
= yw 




s = ----b p = 30 cm 
w wu 
Transmissão da força de protensão .do talão 
rior para a alma: 
P. = 160 kN 
l 
t t = 50 cm 
(8 fios com 20 kN cada um) 
( ver página 43) 
da regra das costuras com a. = 90 ° 
P. 
p l 1,07% = t -wu b f 
w t yw 
f 600 N/mm 
2 
= yw 
2 ~ 3,4 mm 0,18 
2 ... At = cm 
s = 3 cm 
infe-
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·2.3 - VERIFICAÇÃO DE TENSÕES 
Características da seçao: 
Fig. 8 - Seção transversal da viga. 
E 
a = _P_. = 14 el E 
c 
2 
33 A = 0,39 cm yp2 = cm p2 
Apl = 1,57 cm 
2 
ypl = 4 cm 
A = 415 cm c 
2 
Yc = 17, 5 cm 
I 62800 4 = cm c 
Ah = 












(ex - l)E 
2 
A = 440 cm el p 
yc + ( (X -e1 
1) E (A y ) p p 
Ah 
( ex e 1 - 1) 
= 3960 3 cm 
,:[ A 
p 
3 = 3750 cm 
-
(yh - yp)2] 
17 cm 
= 67570 
Verificação das tensões devidas àprotensão: 
4 cm 
f: interessante verificar as tensões, logo após a 
protensão, quando ainda não ocorreram as perdas por retração e 
fluência e sem levar em conta os esforços·devidos à carga e ao 
peso próprio, porque a viga é protendida deitada. 
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Esforços devidos à protensão: 
N = 10 P = 220 kN 
Tensões no concreto: 
(J 
cl = 







= - 5,0 - 4,0 
= - 5, O + 4, 3 
-4,0 
2 = - 9,0 N/mm 
2 
= - O, 7 N/mm 
-0,7 
- --·- ----~~--
Fig. 9 - Tensões no concreto devidas à protensão. 
crc2 é tensão de compressao e 
f 
clO 
1,5 = 10 N/mm
2 
1 
' 1 ! 1 
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2.4 0 - RESUMO DA ARMADURA 
Armadura das vigas: 
vigas. 
A armadura representada abaixo é comum a todas as 
Os estribos da viga próximos ao dente funcionam, também, 
como armadura vertical do dente e serão novamente 






















estt. 3,4 mm 
c.10 CA 608 
2i1) 34mm CA60B 





























4 0 3,4mm 
CA 608 
est, 3,4mm c.'8(c.l0) 
CA60B 
811) 5mm CP '125 B 
1 
Fig. 10 - Armadura das vigas. 
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QUADRO 2 ARMADURA DOS DENTES 
ESQUEMA VIGAS DETALHE DENTES A DENTES B 
! • ., 
' 
1 
,1 '. 1 e 2 estribos estribos estribos . 
horizontais 3,4mm duplos 






1 l 1~ 5/16" 1~ 5/8" 3 e 4 barra 





l~mr . barra 1~ 3/8" 1~ 1/2 11 5 e 6 inclinada CA50B CA50B ' 1 estribo estribo estribo 
• 
' 
horizontal 3,4mm 3,4mm 




j 7 e 8 barra 1~ 5/16" 1~ 9,5mm 
l horizontal CA50B CA60B 
1 
e inclinada 
l 9 e 10 barra 1~ 5/16" 1~ 5/8" EJ horizontal CA50B CA50B 
1 . ·' 
J • 
l -- --------- . 
esc. 1:15 
estribos verticais:·ver página seguinte 
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Os estribos verticais da armadura dos dentes sao 
os mesmos que foram representados no resumo da armadura das vigas: 
Dentes A - estribos de 3,4 mm CA60B c.4 
Dentes B - estribos duplos de 3,4 mm CA60B c.4 
As barras dos detalhes 3-4, 5-6, 7-8 e 9.:.10 foram 
dobradas com raio de gancho: 
QUADRO 3 RAIOS INTERNOS DE GANCHOS 
Aço ~nom r 
CA60B 3, 4; 4,6; 9,5mm 1,5~ 
CA50B 5/16"; 3/8" 1,5~ 
CA50B 1/2" ; 5/8 11 2,5~ 
. 
O recobrimento das barras é de 1 cm. 
No detalhe 1-2, a distância entre os estribos hori 
zontais é 2,5 cm nos dentes A e 3,0 cm nos dentes B. 
No detalhe 9~10, a chapa soldada à barra tem· 5 cm 
de largura e 4 cm de altura. 
Nos detalhes 3-4, 7-8 e 9-10 foram acrescentadas 
duas barras horizontais construtivas de 3,4 mm CA60B, conforme se 
pode observar nas figuras 13 e 14. 
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----------r-=--...,;a. -- -· 
Fig. 11 - Armadura do dente 2A. 
·-- .... -
., 
Fig. 12 - Armadura do dente 6A. 
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Fig. 14 - Armadura do dente 8B. 
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2.5 - CALCULO DA REAÇÃO DE APOIO ÚLTIMA 
Calculou-se a reaçao de apóio última para todos os 
dentes, aplicando-se os métodos propostos por Reynolds 
Comitê Holandês para Pesquisa do Concreto. 
e pelo 
]' 





r " ' 1 
13 =45°_ 
!l = 25 cm 
H =D= 30,4 kN 
U = 13,2 kN 
• . 
Fig. 15 - Forças no 
dente na ruptura. 
sendo 
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Equilibrio de forças na direção horizontal: 
D 
H + 12 
b = 20 cm 
0,75 b X f 
c 
f = 20 N/mm
2 
c 
x = 1,7 cm 
0,4 x = 0,7 cm 
Equilibrio de momentos em relação ao ponto de apl2:_ 
caçao de Q, desprezando o peso próprio do dente: 
25 R
45 
15 H + 21 D+ (3 + 7 + 11 + 15) U 
= 62 kN 
Os valores da tensão de escoamento nas barras e 
estribos, adotados no cálculo de 
s aios de tração dos aços ( quadro 




Cálculo de R. 
min 
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Repetindo o cálculo de equilíbrio de momentos para 
outros valores de t, obtem-se pares de valores de t e R corres-u 
pondentes, com os quais traçamos o gráfico abaixo e determinamos: 
50 
R . = 60, 5 kN , que corresponde .a:-
min 





DENTES 7A E 8A 
66 
61 92 ___ .;..;-
· --·~ 
10 14 18 22 
.lmin 
25 30 .l (cm) 
Fig. 16 - Variação de R com t 
u 
Os valores de R
45 
tão tabelados na página 51. 
e R. para todos os dentes 
min 
es-
Os dentes B foram superdimensionados, de modo a 
ocorrer rupturas por esmagamento da biela de concreto e, por isto, 
R e R. não representam valores esperados de R. 
45 min u 
C A P 1 T U L O 3 
PARTE EXPERIMENTAL 
3 • 1 - MATERIAL 
CONCRETO 
Agregado miúdo: areia média peneirada 
Agregado graúdo: argila expandida com d = 20 mm 
max 
Cimento tipo portland 
O concreto foi dosado para fc 2B 
trando-se o traço em peso 
2 = 20 N/mm, encon-
1: 2,42: 1,67 
e fator água-cimento: 
0,65 
Foram moldados 40 corpos de prova. O de nº 515 
foi desprezado porque estava brocado. Os de nº 539 e 542 foram 
ensaiados à compressão diametral. Os outros 37 corpos de prova 
foram ensaiados à compressão e em 33 destes, foram determinados o 
módulo de deformação longitudinal do concreto E e o módulo de 
c 
deformação longitudinal dinâmico do concreto Ed .. in 
Foram moldados 5 corpos de prova para cada 
protendida, dos quais, os 3 primeiros, na primeira betonada. 
viga 
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QUADRO 4 CARACTER1STICAS DO CONCRETO 
nQ VIGA IDADE y f f E Ed. Ed. /E e cm e in lIT C 









509 144 16,3 24,4 15950 16480 103 
510 1 144 16,2 24,7 25,2 15400 16070 104 
511 144 16,3 26,4 15950 17600 110 .. 
512 88 16,1 22,5 
513 9 108 16,0 24,1 22,8 18600 16840 91 
514 108 16,1 21, 8 16050 15960 99 
516 130 16,7 24,6 15400 17260 112 
3 25,1 
517 130 16 ,.2 25,6 15950 17360 109 
518 141 15,7 25,3 17170 16250 95 
519 5 141 16,4 22,7 24,7 17980 15950 89 
520 141 16,6 26,2 18100 17820 98 
521 130 15,7 22,8 14790 15510 105 
522 7 130 15,5 22,7 22,6 14330 15120 106 
523 130 15,8 22,2 15600 15860 102 
524 85 16,6 25,8 15950 16860 106 
525 85 16,1 24,8 17170 16600 97 
526 8 85 16,0 25,8 23,3 15400 16430 107 
527 85 15,5 19,6 14050 14180 101 
528 85 15,3 20,4 12900 14780 115 
31 
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QUADRO 4 CARACTERÍSTICAS DO CONCRETO (cont.) 









N/mm · % 
529 55 16,5 22,7 
530 85 16,4 22,6 17980 17020 95 
531 4 85 16 1 , , 23,1 23,2 15950 16600 104 
532 55 16,3 23,6 
533 85 16,0 23,9 15400 16210 105 
534 77 16,4 23,1 15400 16500 107 
535 77 15,9 22,5 13530 15550 115 
536 2 76 16,1 23,9 21,5 15950 16440 103 
537 76 15,0 18,6 13220 13270 100 
538 76 15, 4 19,5 12400 13815 111 
540 66 15,7 24,5 14980 15970 107 
541 10 66 15,6 23,0 22,6 14400 15810 110 
543 66 15,5 20,4 13130 14900 113 
544 11 15,7 13,1 
545 66 14, 9 19,4 13530 14310 106 
546 6 66 15,0 17,7 16,8 13080 13820 106 
547 66 15,3 15,0 12390 12810 103 
548 66 15,4 14, 9 11610 13240 114 
valor médio 15,9 22,3 151_40 15730 104 
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Os corpos de prova 539 e 542, da viga 10, ensaia-
dos à compressão diametral com a idade de 36 dias, 







2 = 1,8 N/mm 
2 = 1,6 N/mm 
apresentaram 
Os valores médios das caracteristicas do concreto 
sao: 




= 22,3 N/mm 
= 15140 N/mm2 
Ed. = 15730 N/mm
2 
in 
E /Ed. = 104 % c in 
Apresenta-se, a seguir, o gráfico tensão - deforma 













fc = 23,9 N/mm2 









Foram usados os aços CA50B e CA60B para a armadura 
Nas vigas foi usado o aço CA60B, para a armadura 
transversal, e o aço CP125B, para a armadura longitudinal. 
Os valores, que se encontram em cada linha do qua-
dro das caracteristicas dos aços, representam a média dos resul-
tados obtidos em 4 ensaios. Em seguida ao quadro de característi 
cas, apresentam-se os gráficos tensão-deformação dos aços usados. 
QUADRO 5 CARACTER!STICAS DOS AÇOS 







5/16" 49,1 620 830 12 
3/8" 83,1 515 640 16 
CA50B 
1/211 126,4 525 660 12 
5/8" 192,9 530 675 -
3,4mm 9,2 715 860 -
CA60B 4,6mm 16,6 665 830 5 
9,5mm 71,0 690 880 6 







2 4 6 
! 






CA 50 B 
li'J 5/16" 




CP 125 B 
11!5.mm 
CA 60 B 
04,6mm 
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J.2 - PROTENSÃO 
EQUIPAMENTO 
As vigas protendidas foram fabricadas numa mesa de 
protensão vibratória, que tem, numa das extremidades, um disposi-
tivo em cunha com parafuso que permite que os fios sejam 
simultânea e gradativamente. 
soltos 
Como a vibração da mesa é muito intensa, resolve-
mos usar vibrador de imersão. 
O macaco estica um fio de cada vez, funciona com 
uma bomba manual e não tem circuito de cravação da ancoragem. 
As ancoragens são de dois tipos: passiva e ativa. 
Fazem parte do equipamento dois jogos de ancoragem, o "standard" 
e o "XL". Foram usadas ancoragens passivas "standard" e ancora-
gens ativas "XL", que tem desempenho melhor que as ancoragens 
ativas "standard". Na ancoragem passiva, o cone macho é cravado 
com pancadas. Na ancoragem ativa, a mola pressiona o cone macho 













19 - (a) Ancoragem passiva; (b) Ancoragem ativa. 
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PROCEDIMENTO 
Ó fio é preso numa das extremidades da mesa com 
uma ancoragem passiva, passa pelas formas das vigas e é esticado 
na outra extremidade pelo macaco. A frente do macaco, fica uma 
ancoragem ativa e, atrás dele uma ancoragem passiva provisória. 
A força no fio é controlada pelo manômetro da bom-
ba e a deformação é medida com extensômetro mecânico. 
Atingida a força prevista, faz-se.o retorno do 
óleo; o macaco solta o fio e a ancoragem ativa funciona, prenden-
do o fio. Depois disso, retira-se a ancoragem provisória e o 
macaco fica livre para esticar outro fio. 
Esticados os fios, faz-se a concretagem. Depois 
que o concreto endurece, soltam-se os fios, e as vigas ficam pro-
tendidas. Nesta pesquisa, as vigas foram protendidas dez dias 
depois de concretadas. 
ANCORAGEM 
A TIVA DISPOSITIVO PARA 
FORMAS FIO 
MACACO SOLTAR OS FIOS / ""' 1 
~\Jíl 1- - - - - - -1 r--'I ~-----.1~'--'q-
ANcoRAGEM 1 - ANCORAGEM 
. PASSIVA MESA OE PROTENSAO 
PROVISOR IA PASSIVA 
Fig. 20 - Esquema da protensão. 
38 
A mesa de protensão só permite que os fios 
esticados numa faixa de 7 cm de largura. Como as vigas 
sejam 
deviam 
ter fios no talão inferior e no talão superior, elas tiveram que 
ser concretadas e protendidas deitadas e a largura do talão ficou 
limitada a 20 cm . 
. •· 
Fig. 21 - Seção transversal da mesa de protensão. 
As limitações da mesa de protensão e a necessi-
dade de espaço para a entrada do vibrador determinaram uma dis-
tância de 2,1 cm entre os fios de protensão no talão inferior. 
Como a ancoragem "XL" tem 2,5 cm de diâmetro, tivemos que usar 
duas chapas furadas para defasar as ancoragens e, dos oito fios , 
protender quatro de cada extremidade da mesa. 
2,~ o o 2,1 o o 2t==· 2,1 2,1 o o o o 
ANC. ATIVA "xL" ANC. PASSIVA "STANDARD" 
Fig. 22 - Esquema da ancoragem dos fios na mesa. 
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3.3 - ESQUEMA DO ENSAIO E INSTRUMENTAÇÃO 
ESQUEMA DO ENSAIO 
Em cada viga ensaiou-se primeiro o dente A e,em 
seguida,o dente B,conforme o esquema: 
(a) 
60 




60 · 60 
Fig. 23 - (a) Ensaio do dente A; (b) Ensaio do dente B. 
INSTRUMENTAÇÃO 
Foram feitas medidas de flechas nos, pontos 








Fig. 24 - Pontos onde- foram medidas as flechas. 
1,2,3 
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F.ig. 25 - Seções onde foram medidas as rotações. 
Foram feitas medidas de deformações no concreto e 
na armadura dos dentes com extensômetros elétricos de resistência. 
Em todos os dentes foram colados extensômetros elé 
tricos nas barras e estribos, nos pontos onde são atravessados 
por uma fissura principal admitida com S = 45º, como, por exempl~ 
nos dentes 7A, 7B, 8A e 8B: 
/ 
/ 
Fig. 26 - Posição dos extensômetros elétricos. 
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Foram medidas as deformações do concreto no talão 
superior em todos os dentes, com 3 extensômetros elétricos, cola-
dos longitudinalmente. · Nos dentes B, mediram-se, também, as de-
formações na biela de concreto do dente, com uma roseta e um ex-
tensômetro, colados em uma das faces. 
25 
20 . 
15 ' 1 l 
' ' 0-<f-
~ 1 1 
- ~3 
Fig. 27 - Posição.dos extensômetros elétricos no concreto. 
Os extensômetros elétricos colados nas barras e 
estribos, excetuando-se os estribos verticais das vigas 1,3,5 e7, 
foram preparados antes da concretagem. A técnica consiste em 
lixar e limpar a barra de aço, colar o extensômetro, prender o 
fio com fita isolante, dobrar os filamentos, soldá-los ao fio e 




E X TENSOME TRO 
CERA FIO 
Fig. 28 - Preparação dos extensômetros elétricos. 
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A proteção com cera foi eficiente e os extensôme-
tros funcionaram bem. 
Nos estribos verticais das vigas 1,3,5 e 7, os ex-
tensômetros elétricos foram colados depois da concretagem e, para 
isso, deixou-se uma janelinha de acesso à armadura. 
C A P ! T U L O 4 
RESULTADOS 
4 . 1 - RESULTADOS RELATIVOS A PROTENSÃO 
ENSAIO DE DETERMINAÇÃO DO COMPRIMENTO DE TRANSMISSÃO 
O comprimento de t ransmissão é o comprimento ne-
cessário para transmitir , por aderência , a força de protensão do 
aço ao concreto . 
Fig . 29 - Vigo t a protendida , com referências para leitura de 
deformações com o Tensotast . 
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Um fio de 5 mm CP125B foi esticado e ancorado na 
mesa de protensão, com uma força P = 22 kN. Em seguida, mol-
dou-se, em volta do fio, uma vigota de concreto leve com 3 m de 
comprimento e seção transversal quadrada de 5 cm de lado, de 
modo que o fio ficasse centrado. Nove dias depois da concreta -
gem, o fio foi solto e a vigota ficou protendida. 
O concreto foi dosado para fc 28 = 26 N/mm
2 
e 
tinha traço em peso 1: 2,3: 1,6 com fator água-cimento 
Ensaiado no dia da protensão, apresentou: 
E 
c 




O comprimento de transmissão foi determinado, me-
dindo-se as deformações do con'creto, em diversos pontos da vi gota, 
provocadas pela protensão. 
éc ( 0/ool 
0,6 
. . 
0,4 . . . 
0,2 0,4~ 
' ' 
50 10 150 20 
.(_ 
Fig. 30 - Deformações do concreto provocadas pela protensão. 
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Colaram-se nas duas faces laterais da vigota refe-
rências a cada 10 cm e foram feitas leituras com o 
antes e depois da protensão. 
Tensotast, 
As deformações que sao mostradas no gráfico da pá-
gina anterior representam as médias das leituras correspondentes 
das duas faces opostas. 
O comprimento de transmissão it é de aproximada-
mente 50 cm. A deformação média no trecho central, onde 
força de protensão já foi transmitida, é E b = 0, 46 °/ob c,o s 
e das 
O valor de E , 
c 
calculado a partir da força 
características do aço e do concreto, é: 
E = ( ) = 0, 45 %o c E A + E -' E, A 






Foram feitas, também, medidas das variações de de-
do fio de aço na ocasião da transmissão do esforço 
Para isto foram preparados 3 extensômetros elé-
tricos de resistência, antes da concretagem. 
,tt rn, G) 1 
~ J o 150 
~ 
Fig. 31 - Pontos ~nde foram medidas as variações de deformação 
do fio na ocasião da protensão. 
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QUADRO 6 CARACTER!STICAS "DA PROTENSÃO 
PONTO t,E p 
, /.IP P. 
l 
%o kN kN 
1 0,42 1,7 20,3 
2 0,44 1,8 20,2 
3 1,26 5,2 16,8 
O extensômetro 3 está dentro do comprimento de 
transmissão, onde a variação de deformação do aço é maior que a 
deformação do concreto. Os extensômetros 1 e 2 estão no trecho 
onde a força de protensão já foi transmitida e a variação de de-
formação do aço é igual à deformação do concreto. A comparação 
de l::,f; pl e 
l::,f; 
p2 
com E e E c,obs 






correspondem a perdas de pro tensão 
por deformação instantânea do concreto e t,Ep
3 
a uma perda de 
protensão na ancoragem do fio na peça de concreto. 
O comprimento de transmissão é, entre outros fato-
res, função da qualidade do concreto. Como nas vigas o concreto 
foi dosado para uma resistência menor do que a deste ensaio, é 
provável que o comprimento de transmissão tenha sido maior do que 
50 cm. 
Medidas das deformações do concreto, feitas 10 me-
ses após a protensão da vigota, indicaram que não houve 
significativa do comprimento de transmissão. 
mudança 
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PERDA DE PROTENSÃO NA ANCORAGEM DO FIO NA MESA 
Existe uma perda de protensão na ancoragem na mesa 
que depende do comportamento da ancoragem ativa. 
A deformação correspondente a esta perda foi medi-
da em todos os fios esticados, com um extensômetro mecânico. 
A experiência adquirida sobre esta perda com fio 
de 5 mm de diâmetro, esticado antes de ancorar com força de 26 a 
27 kN e com equipamento c.C.L., é a seguinte: 
1. Varia muito (escorregamento de 3 a 20 mm); 
2. E maior quando o fio está oxidado; 
3. E menor para ancoragem do tipo "XL" ( escorreg~ 
mento médio = 9 mm), do que para o "standard"; 
4, E menor quando se usam duas molas ("XL" com 2 
molas, escorregamento médio= 6 mm); 
5. As tentativas de reesticar um fio, quando se 
tinha uma perda grande, foram inúteis, porque as 
novas perdas foram igualmente grandes. 
A perda de protensão correspondente a um escorreg~ 
mento de 9 mm na ancoragem é pequena numa pista de protensão. Em 
uma mesa com 5,40 m de comprimento, este 
2 
a uma perda de tensão no aço de 350 N/mm, 
escorregamento equivale 
o que, para um aço 
CP125, corresponde a 28% da tensão de escoamento convencional. 
Neste caso, a ancoragem com mola pode ser substituída, com vanta-
gem, por uma ancoragem simples, desde que seja usado um calço 




FORÇAS E DEFORMAÇÕES NA PROTENSÃO 
As vigas protendidas foram fabricadas em 3 etapas. 
Na primeira, foram concretadas e protendidas as vigas 8 e 4, na 
segunda, as vigas 2 e 10 e na terceira, a viga 6. 
QUADRO 7 FORÇAS COM QUE OS FIOS FORAM ANCORADOS NA MESA 
' 
FORÇA TOTAL FORÇA Ml,;DIA 
VIGAS EM CADA FIO 
kN kN 
=I 5 






5 2 Ã 10 2 176,3 22,0 
=I 
s (!_ 1:: 42,5 21,2 6 175,7 22,0 
. - -- -
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As deformações do concreto, provocadas pela proten-
sao, foram medidas com Tensotast de base igual a 10 cm, no 





._ ___ _.- o, 4 3 
-0,02 
6 
,._ __ __,- 0,38 
Fig. 32 - Valores medidos das deformações do concreto ( %o) 
meio 
Deformações do concreto calculadas a partir das 
características da 
2 
E = 15000 N/mm: 
c 
seçao homogeneizada e admitindo P = 22 kN 
-o 05. 
' 
..... _____ ..,. - 0,60 
Fig.33 - Valores calculados das deformações do concreto (1=) 
e 
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As deformações da armadura dos dentes das vigas 
protendidas foram medidas, por ocasião da protensão, pelos mesmos 
extensômetros elétricos usados depois nos ensaios. Estas defor-
mações foram muito pequenas. A maior deformação medida foi da 
ordem de O, 1 %o 
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4.2 - RESULTADOS DOS ENSAIOS 
QUADRO 8 RESUMO DOS ENSAIOS 
DENTE R45 R min 
R 
obs 
R t min 1 t RUPTURA r obs 
kN kN kN kN cm cm 
lA 54,5 54,5 45,0 7,5 25 20 VIGA 
2A 54,5 54,5 57,5 7,5 25 25 DENTE 
3A 37, o 33,8 37,5 7,5 18 25 DENTE 
4A 37, o 33,8 40, 5 7,5 18 25 DENTE 
5A 71,0 69,5 45,0 10,0 20 20 VIGA 
6A 71,0 69,5 82,5 12,5 20 25 VIGA 
7A 62,0 60,5 61,0 10,0 18 25 VIGA 
8A 62,0 60,5 33,5 7,5 18 20 VIGA 
9A 37,0 33,8 41, O 7,5 18 20 DENTE 
lOA 37,0 33,8 25,0 7,5 18 20 VIGA 
lB 104,0 104,0 45,0 10,0 24 20 VIGA 
2B 104,0 104,0 65,0 5,0 24 25 DENTE 
3B 99,0 98,5 46,0 10,0 22 20 VIGA 
4B 99,0 98,5 70,0 10,0 22 25 VIGA 
5B 112,5 104,0 42,5 15,0 14 20 VIGA 
6B 112,5 104,0 40,0 10,0 14 20 VIGA 
7B 108,0 104,5 42,5 10,0 20 15 VIGA 
8B 108,0 104, 5 60,0 10,0 20 20 VIGA 
9B 99,0 98,5 47,5 10,0 22 20 VIGA 
lOB 99,0 98,5 65,0 10,0 22 25 VIGA 
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GRÁFICOS 
são apresentados, em seguida, os gráficos que re-
lacionam a reação de apoio com a flecha nos pontos 2 e 3, com a 
rotação relativa das seçoes 1 e 2 e com a deformação relativa no 
concreto e na armadura. 
Nos gráficos de deformação da armadura, o asteris-
co colocado ao lado do número do extensômetro elétrico significa 
que a leitura da deformação correspondente ao último estágio de 
carga representado estava fora do campo de medida do aparelho. 
Nos gráficos de deformação dos dentes B, para uma 
melhor visualização, foram representadas somente as curvas mais 
significativas. Em cada um destes ensaios, dos extensômetros co 
lados no talão superior, foi representada somente a curva do que 
apresentou maiores deformações. O extensômetro 4, nos ensaios 
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DENTE 2A 
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i5 20 812 
' (mrod) 
DENTE 4A 
i5 20 81,2 
(mrad) 
Fig. 56 e 57 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 






























Fig. 58 e 59 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 





























15 20 812 
' (mrad) 
Fig.60 e 61 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 


























- Gráficos reaçao de 
seçoes 1 e 2. 
DENTE :lA 
15 20 81,2 
(mrad) 
DENTE 10A 
15 20 81,2 
(mrad) 




























15 20 e,2 
' (mrad) 
Fig. 64 e 65 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 


























15 20 81,2 
(mrad) 
Fig. 66 e 67 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 
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Fig. 68 e 69 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 

































Fig. 70 e 71 - Grál'icos reaçao de apoio - rotação relativa das 


























20 e12 , 
(mrad) 
Fig. 72 e 73 - Gráficos reaçao de apoio - rotação relativa das 



























789 ,----- - --- --------···- --·-
3~ 





Fig. 74 e 75 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 
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R 789 ,91 DENTE 3A (kN) J 60 
11 1 1 
456 
40 
98 7 6 5 4* 
-2 o 2 4 6 8 
R 789 rr==----- --------- DENTE 4A 
(kN) 
1 lH _J 
60 ~--l1 I 
456 
9 8 7 40 5 6 4 '* 
-2 o 2 4 6 8 10 e l.,s 
(
0/oo) 
Fig. 76 e 77 - Gráficos reação de apoio - deformação do concreto 
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(
0/oo) 
Fig. 78 e 79 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 

























Fig. 80 e 81 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
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4 6 8 
DENTE 91\ 
4 '* 






- Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 
8 li 



























4 6 8 
Fig. 84 e 85 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 
8 1110 
-2 o 





















li 10 111 
41--'---'-------
4 
6 8 10 e CS 
(º/oo) 
Fig. 86 e 87 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
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4 6 8 
Fig. 88 e 89 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
































Fig. 90 e 91 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 
Ec -2 





























7 8 9 
6 8 10 E s 
(
0/oo) 
Fig. 92 e 93 - Gráficos reaçao de apoio - deformação do concreto 
e da armadura. 
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4,3 - DESCRIÇÃO DAS RUPTURAS 
Dos vinte ensaios realizados, cinco resultaram em 
rupturas do dente. Quinze resultaram em rupturas da viga, de-
correntes da deficiência de ancoragem da armadura longitudinal de 
tração. 
No ensaio do dente lOA ocorreu a primeira ruptura 
por deficiência de ancoragem, com o escorregamento dos fios no 
talão inferior. Foi feito, em seguida, o ensaio do dente SA com 
o objetivo de verificar se a superposição da barra inclinada, que 
desce do dente, com a armadura longitudinal da viga era suficien-
te para garantir a ancoragem desta última. Neste ensaio, também 
ocorreu o escorregamento dos fios. Como não havia possibilidade 
de trocar o tipo de fio, porque as vigas já estavam prontas para 
serem ensaiadas, decidimos acrescentar aos fios das vigas proten-
didas restantes uma ancoragem externa. Nas vigas armadas nao 
foi possível usar esta ancoragem complementar, porque as pontas 
dos fios estavam imersas no concreto. 
RUPTURAS DOS DENTES 
Os ensaios que resultaram em rupturas do dente fo-
ram 2A, 3A, 4A, 9A e 2B, 
O comportamento dos dentes 3A, 4A e 9A foi seme-
lhante. O fator decisivo na ruptura destes três dentes foi a 
ruptura do primeiro estribo vertical da viga junto ao dente. Nos 
três ensaios, a barra horizontal atingiu o escoamento e, em 3A, 
o segundo estribo também escoou. 
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Nas proximidades da ruptura , foi escolhido o mais 
comprimido dos extensômetros elétricos colados no talão superior 
e acompanharam- se as deformações deste extensômetro até a 
tura . 
rup-
No ensaio de 3A, a deformação do concreto atingiu 
2 , 2 r~ quando o es tribo rompeu . 
No ensaio de 4A, a deformação do concreto atingiu 
4 , 8%º e houve o esmagamento (R = 38 , 5 kN ) . O esforço de com-
-pr essao ficou sendo suportado pelos dois fios superiores de 5 mm 
e , logo em seguida, o estribo rompeu (R b = 40 , 5 kN) . 
o s 
No ensaio de 9A, a deformação do concreto atingiu 
3 , 4100 quando o estribo rompeu . 
Fig . 94 - Ruptura do dente 4A . 
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b 
Fig. 95 - Fissuras principais nos ensaios de 3A, 4A e 9A. 
A fissura (a) é a primeira a surgir e tem S ~ 45° 
Tem a maior abertura e, no ensaio de 4A, conduz à região de esma-
gamento do concreto. Nestes três ensaios, imediatamente antes 
da ruptura do estribo vertical, a fissura mais importante passa a 
ser (b), que atravessa o primeiro estribo e envolve os 
evitando-os. 
. ' 1 
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No ensaio de 2A , o colapso também ocorreu pela rup 
tura do primeiro estribo vertical , mas o aspecto da ruptura foi 
bem diferente . A superfície de ruptura foi horizontal , ignoran-
do totalmente a fissuração inclinada que se formara com o desen -
volvimento do ensaio . 
Os dois primeiros estribos verticais escoaram e a 
ruptura se deu quando o primeiro partiu . Os estribos horizon-
tais não escoaram ( e: < 3100 ) • 
s 
A deformação do concreto atingiu 
4 , 2100 e não houve esmagamento . 
Fig . 97 - Ruptura do dente 2A . 
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No ensaio de 2B , a ruptura se deu pelo esmagamento 
da biela de concreto do dente com R b = 65 kN . o s 
Os estribos ho-
rizontais e verticais não atingiram o escoamento . 
a deformação do concreto no talão superior foi de 
Com R 
1 , 7 %o 
= 60 kN, 
e na 
alma , ao lado da região que se esmagou , foi de 1%º . O esmaga-
mento teve inicio na ligação da alma com o talão superior . 
A tensão tangencial no dente atingiu : 
V 
u 
T = -----den , u b d 
w den 
) 
2 = 8 , 7 N/mm = 0 , 40 f cm 
/ I 
j I / 
I j ( /' /' / / 






Fig . 98 - Ruptura por esmagamento da biela de concre to do 
dente 2B . 
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RUPTURAS DAS VIGAS 
Nos ensaios dos dentes 1A, 5A, 7A , 8A , 10A,1B , 3B , 5B 
6B , 7B e 9~ a ruptura ocorreu por deficiência de ancoragem, com o 
deslizamento dos fios. 
tanto perigosa . 
A ruptura foi quase sempre brusca e por-
Nos ensaios de lOA e 8A, esta ruptura ficou facil -
mente caracterizada, quando se observou que as pontas dos fios 
haviam mergulhado no concreto . 
Nos ensaios de 5B , 6B e 7B , as vigas romperam do 
lado oposto ao dente , numa região onde a aderência entre os fios 
e o concreto já havia sido afetada pelos ensaios de 5A , 6A e 7A . 
Fig . 99 - Ruptura da viga no ensaio do dente 9B . 
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No ensaio dos dentes 6A e 8B , a ruptura se deu com 
o esmagamento do concreto à frente das ancoragens externas . 
Fig . 101 - Esmagamento do concreto à frente das ancoragens 
externas no ensaio do dente 6A. 
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No ensaio dos dentes 4B e lOB , a ruptura se deu 
com o esmagamento das bielas de concreto da viga . O esmagamento 
teve início na biela extrema, na ligação da alma com o talão in-
ferior , e se prolongou em direção à carga concentrada. 
duas rupturas , o talão inferior se deslocou, em relação à 
aproximadamente 2 cm . 
Nestas 
alma , 















d = w 
2 
N/mm f 4 , 5 = 0 , 19 cm 
2 
4 , 2 N/mm f = 0 , 19 cm 
Fig . 100 - Esmagamento das bielas de concreto da viga no ensaio 
do dente 4B . 
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Deve-se notar que para R = 0,95 R obs a 
deforma-
çao do concreto da biela do dente era de 1,3%º em 
em lOB, 
4B e 1, 6%0 
Do mesmo modo que em 4B e lOB, nos ensaios de 6A e 
8B, o esforço de tração nos fios foi segurado pela ancoragem ex-
terna que esmagou o concreto à sua frente, 
admitindo uma força de 21 kN em cada fio 
tato entre cada ancoragem e a viga de 260 
Na ruptura 
e sendo a área 




ereto à frente da ancOragem externa atingiu, aproximadamente 
2 





g interessante notar também que,no ensaio de 6A, 
nao houve esmagamento da biela da viga ou do dente, apesar das 






2 = 5, 3 N/mm = O, 32 f cm 
V 
u 
T = ---'---den,u b d 
2 
= 11,0 N/mm = 0,66 f cm 
w den 
Isto parece indicar que o esmagamento da biela de 
concreto ocorre nos dentes com armadura principal inclinada, para 
valores da tensão tangencial maiores do que nos dentes só com ar-
madura vertical e horizontal, Pode-se imaginar que no primeiro 
caso, a biela fica espalhada em leque e, no segundo, fica concen-
trada (Fig. 102). 
Apesar das rupturas inesperadas das vigas, obtive-
mos em 18 ensaios Td > 0,20 en,u 
e só houve esmagamento da biela 
f e em cm 
do dente 
8 destes Td > 0,30 f en,u cm 
2B com T d = O, 40 f . en,u cm 












Fig. 102 - Posição das bielas de concreto comprimidas. 
5.2 - INFLU~NCIA DA PROTENSÃO 
Comparando os gráficos de flechas, rotações e de-
formações dos dentes correspondentes de vigas armadas e protendi-
das, verifica-se que eles tem comportamento semelhante e nao se 
nota influência da protensão na rigidez dos dentes. Também com-
parando 
percebe 
R, a abertura e direção das fissuras nos dentes, não se 
r 
nenhuma diferença significativa entre dentes de vigas ar-
madas e protendidas. 
Nos poucos ensaios em que houve ruptura do dente 
nao se notou nenhuma influência da protensão na resistência do 
dente. 
Este resultado pode ser explicado pelo fato de que, 
como o comprimento de transmissão é de aproximadamente 50 cm, a 
protensão na região do dente é apenas parcial. Além disso, a fi 
nalidade dos fios de protensão superiores é apenas evitar tensões 
de tração no talão superior, quando as cargas ainda não estão a-
tuando. Por isso, as tensões iniciais de compressão na borda 
superior são pequenas e pouco influem no comportamento do dente. 
C A P 1 T U L O 5 
ANALISE DOS RESULTADOS 
5.1 - ANALISE DAS RUPTURAS 
Nos ensaios de 3A,4A e 9A, verificamos que o ter-
ceiro estribo vertical não atinge o escoamento e que o segundo 
nao escoa ou começa a escoar, quando o primeiro já está rompendo. 
Próximo à ruptura, o segundo e terceiro estribos foram envolvidos 
e evitados pela fissura crítica. Isto mostra que a armadura ver 
tical deve ser colocada bem junto ao dente. 
Em 2A, ficou clara a deficiência de armadura ver-
tical, isto é, a proporção entre as armaduras vertical e horizon-
tal não era boa. 
Nos ensaios de 4B e lOB, o esmagamento da biela de 
concreto da viga ocorreu com valores da tensão tangencial 
riores aos correspondentes ao estado último por esmagamento 
- - / 2 concreto das recomendaçoes CEB-FIP que sao 5 N mm e 0,20 






do dente, apesar de que a tensão tangencial no dente era, aproxi-
madamente, o dobro da tensão tangencial na vigal Provavelmente, 
o que ocorreu nestes dois ensaios foi que, superada a resistência 
de ancoragem dos fios por atrito e aderência, praticamente todo o 
esforço de tração passou a ser segurado pela ancoragem externa 
A viga passou a se comportar como um arco atirantado e nao como 
uma treliça de Mõrsch. A biela de concreto extrema ficou sobre-
carregada e houve o esmagamento. 
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A medida de deformações da armadura dos dentes in-
dicou também que nenhum esforço importante foi introduzido nas 
barras e estribos dos dentes, por ocasião da protensão. 
5.3 - COMPARAÇÃO DA RIGIDEZ DOS DENTES 
Apesar de muitos ensaios terem resultado em ruptu-
ras da viga, foi possível comparar a rigidez dos dentes para os 
diversos detalhes, através dos dados relativos aos ensaios de 2A, 
4A, 6A e 7A. Em 2A e 4A houve a ruptura do dente e em 6A e 7A 
os dentes estavam próximos a ruptura quando se deu o colapso da 
viga. 
Para fins de comparaçao foram tomados os 





3-4 e 9-10 
5-6 
7-8 
VAlORES DER ADMITIDOS 
u 






A comparaçao pôde ser feita deste modo, porque 9 
comportamento dos dentes em cada um destes 4 grupos foi bastante 
semelhante, conforme se verifica pelos gráficos de flechas, rota-
ções e deformações. 
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Foram traçados os gráficos 103 e 104 que relacionam 
a razao entre a reação de apoio e a flecha no ponto 2 (R/a2) e a 
razão entre a reação de apoio e a rotação relativa das seções 1 e 
2 (R/6
1 2
) com a reação de apoio como percentagem da reação de , 
apoio Última (R/R ). 
u 
A razão R/6 é uma boa medida da rigidez do 
1,2 
dente, porque a rotação entre as duas seções não é função do com-
portamento do resto da viga. Já a flecha do ponto 2 em relação 
a linha que passa pelos apoios é função do comportamento da viga 
entre os apoios. Comparando-se os gráficos 48 e 68 do dente SE, 
por exemplo, percebe-se que, próximo a ruptura, as rotações nao 
sofrem influência do colapso da viga, enquanto que as flechas au-
mentam consideravelmente. Por este motivo, a comparação entre a 
rigidez dos dentes para os diversos detalhes deve ser feita a Pi3E 
tir do gráfico 104. Deve-se notar, no entanto, que a disposição 
das curvas no gráfico 103 é a mesma que no gráfico 104. 
No gráfico 104, percebe-se o comportamento desta-
cado do detalhe 5-6 e a ligeira superioridade do detalhe 7-8 so-
bre os demais. 
A maior rigidez dos dentes 5 e 6 deve ser atribuí-
da, em parte, à sua forma. No entanto, mesmo depois de fissura-
dos, estes dentes apresentaram-se bem mais rígidos que os demais. 
Este comportamento deve então ser atribuído, ao mesmo tempo, a 
forma do dente e ao detalhe de armadura usado. 
No detalhe 5-6, a armadura inclinada é dobrada e 
ancorada no talão superior. B possível que funcione, aí, como 
uma armadura comprimida, contribuindo, assim, para uma maior ri-
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Fig. 103 - Variação da razao entre a reaçao de apoio e a flecha no ponto 2 (R/a2 ) 
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Fig. 104 - Variação da razao entre a reaçao de apoio e a rotação relativa 
das seções 1 e 2 (R/e1 2 ) com a reaçao de apoio como percentagem , 
da reação de apoio última (R/R ). 
u 
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A forma e o tipo de armadura dos dentes 5 e 6 sao 
basicamente os sugeridos por Franz e Niedenhoff e, apenas, a ar-
madura inclinada foi concentrada junto ao dente, onde ela é mais 
eficiente. 
A medida em que aumentarmos a mísula, o comporta-
mento de uma viga com esse tipo de dente deve assemelhar-se ao de 
uma viga com seção variável, em que parte do esforço cortante é 
absorvido pela armadura longitudinal inclinada. 
ç;: 
------
Fig. 105 - Comportamento semelhante de dois tipos de viga. 
5.4 - COMPARAÇÃO DOS MBTODOS DE CALCULO DA REAÇÃO DE APOIO ÚLTIMA 
Como no grupo de dentes A só houve ruptura de qua-
tro dentes, ficou prejudicado o objetivo inicial de testar os mé-
todos de cálculo de R. 
u Destas quatro rupturas pode-se observar 
o seguinte: 
- Em todas elas Robs superou R45 e Rmin' e R45 
foi 
a melhor avaliação de R b; 
o s 
responde a 
- O valor de t b em 3 dos 4 ensaios foi o que cor o s 
13 = 45 ° e, em 9A, t b o s ficou próximo de t. , min mas 
isto não correspondeu a um valor de R mais próximo de obs R . min 
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QUADRO 10 RESUMO DAS RUPTURAS DE 2A,3A,4A e 9A 
DENTE R45 R . R 
R, R, R /R R /R 
min obs min obs 45 obs min obs 
kN kN kN cm cm % % 
2A 54, 5 54,5 57, 5 25 25 95 95 
3A 37,0 33,8 37, 5 18 25 99 90 
4A 37,0 33,8 40, 5 18 25 91 83 
9A 37,0 33,8 41,0 18 20 90 82 
A hipótese de tensão de escoamento em todas as 
barras interceptadas pela fissura principal não é real, mas leva 
a bons resultados. Os valores de R calculados ficam próximos 
u 
e menores que R b . o s 
Sugere-se adotar 0,68 fcd como tensão média no 
concreto na ruptura, ao invés de 0,75 
plique em grande diferença no valor de 





embora isto nao im-
0 coeficiente o,68 
é o coeficiente que 
aparece na substituição do diagrama parábola-retângulo pelo dia-
grama retangular e 0,85 é um coeficiente de minoração que leva 
em conta, principalmente, o efeito Rüsch. 
Caso se tenha o problema inverso, isto é, dado Rd 
dimensionar o dente, sugere-se: 
1. Verificar se a tensão tangencial no dente é me-
nor ou igual aos valores limites dados pelo CEB-FIP, para que nao 




Rd _____ ,;; 




2. Um modo simples de dimensionamento, caso se re-
solva usar somente armadura vertical e horizontal, é o sugerido 
por Robinson: 
Despreza-se a parcela de esforço cortante resisti-
da pelo concreto, tomando-se 
U = R 
d 
Admite-se zden = 0,87 dden 







Fig. 106 - Forças no dente. 
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5.5 - ANCORAGEM DAS BARRAS, ESTRIBOS E FIOS DE PROTENSÃO 
As barras dos detalhes 3-4, 5-6 e 7-8 foram dobra-
das com raio de gancho e, antes dos ensaios, imaginou-se a possi-
bilidade de ocorrerem rupturas de ancoragem destas barras , por 
esmagamento do concreto ou tração transversal indireta. 
ram. 
Fig. 107 - Ruptura por tração indireta. 
Estas rupturas e este tipo de fissura nao ocorre-
Deve-se, no entanto, levar em conta que as barras dobradas 
só atingiram o escoamento nos ensaios de 3A, 4A, 6A e 7A. 
,- ---
1 3A L-.::; _______ _ 
Fig. 108 - Fissura ao longo da barra no ensaio de 3A. 
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No ensaio de 3A, surgiram duas fissuras ao longo 
da dobra, uma em cada face, na ocasião da ruptura do dente. Hou-
ve uma ruptura da aderência da barra ao concreto naquele trecho, 
mas estas fissuras não influíram na ruptura do dente. 
Nos ensaios de 2A, 2B e 9B, surgiram fissuras ho-
rizontais como na fotografia abaixo. Estas fissuras mostram a 
utilidade do estribo vertical no dente, quando a armadura hori-
zontal não é dobrada para cima. As fissuras apareceram para os 
seguintes valores da reação de apoio: 
2A R = R = obs 57,5 
kN 
2B R = 60 kN (Robs = 65 kN) 
9B R = 45 kN (Robs = 47,5 kN, ruptura da viga) 
Fig. 109 - Fissuras horizontais no dente 9B. 
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As rupturas por deficiência de ancoragem dos fios 
nas vigas armadas (fios frouxos), ocorreram para valores de R obs 
em torno de 45 kN , com exceç ao de 7A, para o qual R b o s = 61 kN. 
Nas duas vigas protendidas ensaiadas sem ancoragem externa 
plementar, as rupturas ocorreram com 
R b = 25 kN em lOA. 
o s 
R b = 33,5 kN o s em 8A 
Nas vigas armadas para R b = 45 kN, pode-se o s 
liar a força em cada fio em 11,6 kN, o que corresponde a 
tensão de aderência de 
2 








cálculo desta tensão de aderência pelo CEB-FIP é, para a 
2 2 
1,32 N/mm, e, para a zona II, 0,66 N/mm. 
B difícil avaliar a força e, consequentemente, a 
tensão de aderência, em cada fio, na ocasião da ruptura em 8A e 
lOA. No ensaio de determinação do comprimento de transmissão, 
com um concreto de maior resistência do que o das vigas, foi an-
corada uma força de 20 kN em aproximadamente 





Devido ao efeito Hoyer, é possível obter-se em um 
fio pré-tracionado, uma tensão de aderência maior do que em um 
fio frouxo, mas o que acontece em uma viga protendida com fios 
aderentes é que, antes mesmo de ser carregada, já existe uma ten-
são de aderência que corresponde à ancoragem da força de proten-
sao. Esta pode ser uma explicação para o fato das rupturas de 
ancoragem das vigas protendidas terem ocorrido com 




Nas Recomendações do CEB-FIP encontramos: 
11 R.43,531 Ancoragem das Armaduras de Protensão 
1. Protensão por fios aderentes: 
Como as forças de protensão são trans-
mitidas ao concreto por aderência, só é permitido 
utilizar aços com uma aderência suficiente verifi-
cada por ensaios, associados a urn concreto de alta 
qualidade. Deve-se determinar, em particular 
por ensaios, o comprimento ,tt de transmissão do 
esforço e o comprimento de ancoragem .tb 
,tt é o comprimento necessário paratran~ 
mitir por aderência a força de protensão do aço ao 
concreto • 
.tb é o comprimento necessário para ga-
rantir a resistência da ancoragem por aderência 
até a ruptura dos aços. 11 
Sugere-se o uso de fios de aço com mossas ou sa-
Nas Recomendações do CEB-FIP, encontramos ainda: 
11 R.43,145-2 
Por exceçao à regra geral (regra de de-
calagem), em um apoio simples extremo o esforço na 
membrura tracionada deve ser tomado maior ou igual 
~ reação de apoio, o que condiciona, ao mesmo tem-
po a seçao e a ancoragem da armadura longitudinal 
de tração. 11 
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® T~ ,l ~ ~ -1'-
b3 1 Q) FIOS DE PROTENSAO 
@ ARMADURA FROUXA SUPERPOSTA 
~ ARMADURA TRANSVERSAL DE COSTURA 
Fig. 110 - Sugestões para evitar rupturas de ancoragem 
junto ao apoio. 
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Em (a), ibl é o comprimento de ancoragem de uma 
força igual a reação de apoio na armadura de protensão. 
Em (b) e (c), o trecho da viga à esquerda do apoio 
é reduzido, usando-se uma armadura frouxa superposta, barras do-
bradas no plano vertical ou laços horizontais. 
ib2 é o comprimento de emenda por justaposição ne 
cessário para transferir da armadura de protensão para a armadura 
frouxa, uma força igual a reação de apoio R. 
A curva da armadura frouxa nao deve começar antes 
do final do apoio (seção A-A). Caso a curva comece logo após o 
final do apoio (à esquerda de A-A), deve ter um raio interno para 
barras curvadas definido nas normas. Se houver um trecho reto 
i entre o final do apoio e o início da curva, o raio de curva-
b3 
tura pode ser reduzido proporcionalmente, mas nunca a valores me-
nores que os exigidos para ganchos. De qualquer modo, os deta-
lhes (b) e (c) só devem ser usados depois que tiverem a sua efi-
ciência comprovada através de ensaios. 
Quando houver dente, é indispensável a armadura 
frouxa superposta, que deve ser a própria armadura do dente. Po-
dem ser usados os detalhes 5-6 e 7-8, desde que esta armadura te-
nha seção transversal e comprimento de superposição suficientes 
para garantir a ancoragem da armadura longitudinal de tração, o 
que nao ocorreu nesta pesquisa. Quando a alma da viga nao for 




Nas extremidades de vigas protendidas com fios ade 
rentes, é usual impedir a aderência de alguns fios para evitar 
tensões de tração na face superior. 
blema da ancoragem. 
Esta prática agrava o pro-
~ provável que em vigas com apoios normais, sem 
dentes, haja uma melhor ancoragem dos fios, devido ao efeito fa-
vorável da compressao transversal. 
t 
Fig. 111 - Efeito da compressao transversal na a..~coragem dos fios. 
Em vigas de concreto armado, Reynolds sugere que a 
armadura longitudinal de tração seja reta, para evitar problemas 
de ancoragem de estribos verticais e inclinados da armadura do 
dente. Isto, no entanto, pode implicar numa deficiência de an-
coragem para a armadura longitudinal da viga. 
1 ' 





' 1 ..... _____ - -
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Robinson sugere costurar os estribos verticais à 
armadura longitudinal dobrada, o que parece ser eficiente mas po~ 
co prático. 
Fig. 113 - Sugestão de Robinson. 
O melhor talvez seja usar uma armadura em forma de 
laço, continuando para dentro da viga, e que pode ser a própria 
armadura longitudinal da viga. 
Fig. 114 - Armadura em forma de laço. 
No caso de vigas protendidas com cabos, nao há pr~ 
blema de ancoragem da armadura longitudinal nem do estribo 
tical. 
:i._ .... ...... _ ., __ 
1 --- --1 --,i:._ ________ _ 
1 
ver-
C A P ! T U L O 6 
CONCLUSÕES 
1. A protensão com fios aderentes nao teve influên-
cia no comportamento dos apoios em dente. 
2. O valor de R calculado segundo o método apre-
u 
sentado por Reynolds (R
45
) mostrou ser uma boa medida de Robs , 
com pequena diferença a favor da segurança. 
3. Os dentes com misula e armadura principal incli-
nada apresentaram maior rigidez. 
4. A armadura vertical deve ser concentrada junto 
ao dente. 
5. Os limites para a tensão tangencial,dados pelo 
CEB-FIP, para 
2 
que não ocorra esmagamento da biela de concreto : 
5 N/mm e 0,20 fcd, mostraram-se bastante seguros 
dentes. Sugere-se que sejam respeitados. 
quando aplica-
dos aos 
6. Em peças protendidas com fios aderentes, sugere-
se usar fios com mossas ou saliências e garantir, no apoio, a an-
coragem de uma força igual à reação de apoio. No caso de apoio 
em dente, torna-se imprescindível o uso de uma armadura frouxa su 
perposta aos fios de protensão. Esta armadura pode ser do 
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